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Аннотация
Для модели экономического роста Солоу с дискретным време-
нем приведено условие существования единственного притягива-
ющего ненулевого стационарного решения. Исследовано влияние 
годового темпа роста числа занятых, доли годового выбытия ка-
питала и нормы накопления на стационарное решение. Получены 
нижняя и верхняя оценки отклонения капиталовооруженности от 
стационарного значения. За время переходного процесса при-
нято время уменьшения начального отклонения капиталовоору-
женности от стационарного значения в десять раз. Для различных 
начальных значений капиталовооруженности получены нижняя и 
верхняя оценки времени переходного процесса. Проведен ана-
лиз влияния параметров модели на оценки времени переходного 
процесса. Для модели Солоу с производственной функцией Коб-
ба — Дугласа с постоянной отдачей от масштаба производства 
эти оценки не зависят от нормы накопления. Для реалистических 
значений параметров модели с производственной функцией 
Кобба — Дугласа приведены числовые значения оценок времени 
переходного процесса.
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Abstract
The Solow model in discrete time is set with the existence condition 
of the unambiguous non-zero stationary attractor solution. The 
influence of the annual growth rate of employment, the share of annual 
capital disposal and the rate of accumulation for stationary solution 
are investigated. The lower and upper deviation estimates of capital 
endowment ratios from stationary value are considered. The transient 
time is considered as the time of initial displacement reduction. The 
lower and upper estimates of the transient time are obtained for the 
different initial values of the capital endowment ratios. The analysis 
of the influence of model parameters on the transient process time 
estimations is carried out. For the Solow model with the Cobb-
Douglas production function with the trendless decreasing return of 
scale, these estimates do not depend on the rate of accumulation. The 
numerical values of estimated transient time are given for the feasible 
parameter values of the Cobb-Douglas production function model.

В модели экономического роста Солоу 
[1–3] с непрерывным временем изменение 
во времени ее переменных обусловлено 

ТЕОРИЯ И ПРАКТИКА УПРАВЛЕНИЯ
THEORY AND PRACTICE OF MANAGEMENT

включением в нее автономного обыкновен-
ного дифференциального уравнения пер-
вого порядка для капитала. Модель Солоу с 
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непрерывным временем достаточно хорошо 
изучена. Для непрерывной модели Солоу, 
включающей эндогенный технический про-
гресс, в [2] приведен анализ влияния на стаци-
онарное состояние темпов роста населения и 
технического прогресса, норм накопления и 
выбытия капитала. Анализ переходного про-
цесса к стационарному состоянию в непре-
рывной модели Солоу с производственной 
функцией Кобба — Дугласа содержится в 
[3]. В этой же работе для учета запаздыва-
ния в освоении инвестиций в непрерывную 
модель Солоу введено дополнительное 
дифференциальное уравнение для ввода 
основных фондов. Для расширенной таким 
образом модели показано существование 
ненулевого притягивающего стационарного 
решения и определена норма накопления, 
обеспечивающая максимальное потребле-
ние на траектории сбалансированного роста. 
Устойчивость непрерывной модели Солоу 
с кусочно-постоянным запаздыванием в 
освоении инвестиций исследована в [4]. В 
[5] для непрерывной модели Солоу с произ-
водственной функцией, учитывающей раз-
деление капитала на основной и оборотный, 
поставлена и решена задача о существовании 
и единственности оптимального роста. Не-
прерывные модели экономического роста с 
изменяющимися во времени параметрами 
исследованы в [6].

Модель Солоу с дискретным временем, 
в которой динамика капитала описывается 
нелинейным разностным уравнением перво-
го порядка [7; 8], менее изучена. В работе 
[9] для модификации дискретной модели 
Солоу с разбиением капитала на основной и 
оборотный получено нелинейное разностное 
уравнение для структуры капитала — осна-
щенности основного капитала оборотным, 
доказано существование, единственность и 
устойчивость стационарного решения этого 
уравнения. Для модификации дискретной 
модели Солоу, учитывающей запаздывание 
в освоении инвестиций путем их формирова-
ния из продукции текущего и предыдущего 
периода, в [10] получены условия существо-
вания, единственности и притяжения стацио-
нарного режима.  

Следует отметить, что значения параме-
тров модели Солоу с дискретным временем 
достаточно просто определяются по стати-
стическим данным как среднегодовой темп 
прироста числа занятых, среднегодовая доля 
выбытия капитала и средняя норма накопле-
ния. Параметры же непрерывной модели 
представляют подлежащие нахождению по 
статистическим данным мгновенные темпы 

прироста населения и капитала. По сравне-
нию с моделью с непрерывным временем 
модель с дискретным временем значитель-
но упрощает анализ влияния запаздывания в 
освоении инвестиций на экономический рост.

В дискретном варианте модели Солоу 
капиталовооруженность текущего периода 
связывается с капиталовооруженностью пре-
дыдущего периода нелинейным разностным 
уравнением. В связи с этим возникает вопрос 
о существовании и единственности решения 
этого уравнения. В модели Солоу как с не-
прерывным, так и с дискретным временем 
стационарное состояние (режим) определя-
ется в предположении постоянства ее пара-
метров. Условие существования ненулевого 
притягивающего стационарного решения и 
смещение этого решения, вызванное изме-
нением параметров непрерывного варианта 
модели, приведены, например, в [2; 3]. Для 
дискретного варианта модели эти вопросы не 
рассмотрены. 

В непрерывной и дискретной модели 
Солоу основное внимание уделяется харак-
теристикам изменения экономических пока-
зателей в стационарном режиме. Решения 
непрерывной и дискретной модели сходятся 
к стационарному режиму при неограничен-
ном возрастании времени, т. е. когда время 
стремится к бесконечности. Предположение 
о постоянстве параметров модели будет 
довольно жестким, если решения модели 
недостаточно быстро приближаются к стаци-
онарному состоянию. Поэтому представляет 
интерес время переходного процесса, напри-
мер десятикратного уменьшения начального 
отклонения от стационарного состояния, 
нижняя и верхняя оценки этого времени, зави-
симость этих оценок от параметров модели. 

Модель экономического роста Солоу 
[1–3] с дискретным временем t, измеря-
емым в годах, t = 0, 1, 2, …, описывается 
соотношениями

                          
(1)

Здесь и далее X(t) — валовый внутренний 
продукт (ВВП) года t; F(K(t), L(t)) — линейно 
однородная производственная функция с 
положительными частными производными 
первого порядка и отрицательными частны-
ми производными второго порядка; L(t)  — 
численность занятых в году t; γ — годовой 
темп роста числа занятых; K(t) — капитал 
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(производственные фонды) года t; μ — доля 
годового выбытия капитала; I(t) — инвести-
ции года t в капитал; ρ — норма накопления; 
C(t)  — непроизводственное потребление в 
году t. Параметры модели — постоянные 
величины, удовлетворяющие ограничениям 
0 < γ < 1, 0 < μ < 1, 0 < ρ < 1.

В удельных показателях (капиталовоору-

женности ( )
( )

( )

K t
k t

L t
=  на одного занятого, ВВП 
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 (2)

( ) ( ( )),

1–
( ) ( –1) ( ( )),

1

x t f k t

k t k t f k t
µ ρ
γ

=

= + ⋅
+

 

где f(0) = 0, f′(k) > 0, f′′(k) < 0. В этой модели 
капиталовооруженность k(t) определяется 
как неявная функция ее предшествующего 
значения k(t – 1) из нелинейного разностного 
уравнения первого порядка. Покажем, что 
это уравнение имеет решение, и притом 
единственное. Для этого представим второе 
уравнение системы (2) в виде

1–
( ) – ( ( )) ( –1).

1
k t f k t k t

µρ
γ

⋅ =
+

Правая часть этого уравнения при задан-
ном k(t – 1) > 0 положительна.

Если ρ•f(k) < k при любых k > 0, то из 
условий f(0) = 0, f′(k) > 0, f′′(k) < 0 вытекает 
неравенство ρ•f′(0) < 1, так как в противном 
случае при значениях k, близких к нулю, вы-
полнялось бы неравенство k < ρ•f(k). Отсю-
да получаем 1 – ρ•f′(k) > 0 при k > 0. Следо-
вательно, в этом случае функция k  – ρ•f(k) 
неограниченно возрастает и достигает 

значения 
1–

( ) – ( ( )) ( –1).
1

k t f k t k t
µρ
γ

⋅ =
+

 при некотором положи-

тельном k, которое и является единственным 
искомым решением k(t) второго уравнения 
системы (2).

Если уравнение k – ρ•f(k) = 0 имеет по-
ложительное решение k

0
, то в силу f(0) = 0, 

f′(k)  > 0 и f′′(k) < 0 имеем k  –  ρ•f(k) < 0 
при 0 < k < k

0  
и k – ρ•f(k) > 0 при k > k

0
. В 

точке k
0
 угловой коэффициент прямой y = k 

больше углового коэффициента кривой 
y = ρ•f(k), т. е. ρ•f′(k

0
) < 1. Следовательно, 

1 – ρ•f′(k) > 0 при k > k
0
. Значит, и в этом 

случае при k > k
0
 функция k  –  ρ•f(k) нео-

граниченно возрастает и достигает значения

1–
( ) – ( ( )) ( –1).

1
k t f k t k t

µρ
γ

⋅ =
+

при некотором k, которое и явля-

ется единственным искомым решением k(t) 
второго уравнения системы (2).

Стационарный режим, при котором все 
удельные показатели остаются неизменны-
ми во времени, определяется стационар-
ным значением k* капиталовооруженности. 
Согласно второму уравнению системы (2), 
стационарное значение k* капиталовоору-
женности находится как решение уравнения

(3)

Теорема 1. При f(0) = 0, f′(k) > 0, f′′(k) < 0, 
постоянных значениях параметров γ, μ, ρ и вы-
полнении условия

                                        (4)

уравнение (3) имеет единственное ненуле-
вое стационарное решение k*, к которому 
при t → ∞ сходятся все решения k(t) второго 
уравнения системы (2) с k(0) ≠ k*. При этом 
для k(0) < k* решения k(t) сходятся к k*, воз-
растая, а при k(0) > k*, убывая. 

Доказательство. Согласно условию (4), 
в точке k = 0 угловой коэффициент прямой  

1
y k

γ µ
γ

+
= ⋅

+
меньше углового коэффициен-

та касательной к графику функции ρ•f(k), 
который в силу ρ•f′′(k) уменьшается с уве-
личением k. Следовательно, существует 
единственное ненулевое решение k* уравне-
ния (3) и для k < k* выполняется неравенство 

 < ( )
1

k f k
γ µ ρ

γ
+

⋅ ⋅
+

, а для k > k* — неравенство  

 > ( )
1

k f k
γ µ ρ

γ
+

⋅ ⋅
+

. Отсюда также следует су-

ществование точки *k > k , в которой угловой 
коэффициент касательной к графику функции

ρ•f(k) совпадает с угловым коэффициентом 

прямой 
1

y k
γ µ

γ
+

= ⋅
+

, т.  е. ρ•f′( *k > k)  = 
1

y k
γ µ

γ
+
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+

, и 

при k > *k > k выполняются неравенства  ρ•f′(k) < 

< 
1

y k
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γ
+
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+

 < 1, 1 – ρ•f′(k) >
1–

1

µ
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> 0 и

(5)

Для отклонения k(t) – k* решения k(t) от 
стационарного значения k* из (2) и (3), ис-
пользуя формулу конечных приращений, 
получаем: 

* *( ).
1

k f k
γ µ ρ

γ
+

⋅ = ⋅
+
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* *

* *
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1 1
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1 l
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k t k f'(k k t k
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µ µ γρ
γ γ
µ ρ ρ
γ
µ ρ
γ
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+

+
= + ⋅ ⋅ =

+ +

= + ⋅ ⋅ =
+

= + ⋅
+

где k
l  
— некоторое значение между k(t) и k*. 

Таким образом, имеем

(6)

Выше было показано, что при k(0) > 0 
решение k(t) положительно при любых t > 0. 
В силу этого из второго уравнения системы 
(2) при любых t > 0 следует k(t) > ρ ∙ f(k(t)). 
Отсюда и условий f(0) = 0, f′(k) > 0, f′′(k) < 0 
вытекает неравенство ρ ∙ f′(0) < 1, так 
как в противном случае при значениях k, 
близких к нулю, выполнялось бы неравен-
ство k  <  ρ ∙  f(k). Из ρ ∙ f′(0) < 1 получаем

1 – ρ ∙ f′(k) > 0 при k > 0 и 
1–

> 0
(1 )(1– ( ))lf' k

µ
γ ρ+ ⋅

. 

При 0 < k(0) < k* из (6) следует k(1) < k*, 
k(2)  < k*, …, k(t) < k*, … . Представим 
приращение капиталовооруженности 

( ) ( ) – ( –1)k t k t k t∆ =  в виде

Отсюда, учитывая k(t)  < k* и ( ( )) – ( ) > 0,
1

f k t k t
γ µρ

γ
+

⋅
+

 

( ( )) – ( ) > 0,
1

f k t k t
γ µρ

γ
+

⋅
+

получаем

Таким образом, при  0 < k(0) < k* реше-
ния k(t) возрастают, оставаясь меньше k*. 
Следовательно, существует предел lim ( )

t
k t

→+∞
, 

который определяется из второго уравнения 
системы (2), а именно

(7)

Это уравнение совпадает с уравнением 
(3), поэтому lim ( )

t
k t

→+∞
 = k*.

При начальном условии k(0) > k* из (6) и 
(5) для t = 1 следует

k(1) – k* < k(0) – k*  и k(1) – k* > 0.

Для t = 2, принимая за начальное зна-
чение k(1), из (6) и (5) также получаем 
k(2) – k* < k(1) – k*  и k(2) – k* > 0. Повторяя 
это для последующих моментов времени, 
получаем, что при k(0) > k* решения k(t) убы-
вают, оставаясь больше k*. Следовательно, 
существует предел lim ( )

t
k t

→+∞
, который опре-

деляется из уравнения (7) и совпадает с k*. 
Что и завершает доказательство теоремы 1.

Из уравнения (3), определяющего ста-
ционарное значение капиталовооруженно-
сти, следует, что с ростом доли μ годового 
выбытия фондов и темпа γ прироста занятых

 угловой коэффициент прямой  
1

k
γ µγ

γ
+

= ⋅
+

возрастает, а стационарное значение капи-
таловооруженности уменьшается. С ростом 
нормы накопления ρ стационарное значение 
капиталовооруженности увеличивается. Если 
в момент времени изменения параметров 
модели значение капиталовооруженности 
находится между предыдущим и новым 
стационарным значениями, то характер 
движения системы (2) к стационарному 
состоянию меняется с возрастания на 
убывание или с убывания на возрастание.  

В предположении постоянства параме-
тров модели теорема 1 говорит о сходимо-
сти капиталовооруженности k(t) к стацио-
нарному значению k* при неограниченном 
возрастании времени, т.  е. при t →  +∞. 
Представляет интерес оценка времени пе-
реходного процесса, за которое примем 
время уменьшения начального отклонения 
капиталовооруженности от стационарного 
значения на порядок, т. е. времени t

p
, начи-

ная с которого выполняется неравенство

(8)

Теорема 2. При k(0) > k* нижней оценкой 
времени переходного процесса является це-
лая часть величины

(9)

а верхней оценкой — целая часть величины

(10)

Для k< k(0) < k* нижней оценкой вре-
мени переходного процесса является целая 
часть величины

 (11)

а верхней оценкой — целая часть величины

* *1–
( ) – ( –1) – .
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k t k k t k
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µ
γ ρ
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1t t t
k t k t f k t

µ ρ
γ→+∞ →+∞ →+∞

= + ⋅
+

* *( ) – < 0,1 (0) – .k t k k k⋅
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+ + ⋅
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1 1
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(12)

Доказательство. Для отклонения z(t)  =  
= k(t) – k* решения k(t) от стационарного зна-
чения k* при доказательстве теоремы 1 было 
получено (см. формулу (6))

                                 (13)

где k
l
 — некоторое значение между k* и k(t). 

При k(0) > k* в силу теоремы 1 для любого 
t > 0 выполняются неравенства k*< k(t) < k(0), 
z(t) > 0, f'(k(0)) < f'(k

l
) < f'(k*). Отсюда и (13) 

следует 

(14)

Учитывая, что для k > k  справедливо не-
равенство 1 – ρ ∙ f'(k) > 0, из (14) при k(0) > k*  
получаем

(15)

Отсюда и неравенства (5) следует оценка

(16)

справедливая для любых t > 0 при условии 
k(0) > k*.

При k< k(0) < k* для любых t > 0 выпол-
няются неравенства k(0) < k(t) < k*, z(t) < 0, 
f'(k*) < f'(k

l
) < f'(k(0)) и (5). Следовательно, в 

этом случае для z(t) также выполняются нера-
венства (14) и (15). Учитывая, что z(t – 1) < 0, 
неравенство (15) представим в виде

Расписав это неравенство для моментов 
времени 1, 2, 3, …, t и перемножив их, по-
лучаем

Следовательно, и в случае k< k(0) < k* 

для любых t > 0 выполняется неравенство (16).
За время переходного процесса рассма-

тривается время t
p
 уменьшения на порядок 

начального отклонения z(0) = k(0) – k*  капи-
таловооруженности от его стационарного 
значения, т. е. время t

p
, начиная с которого 

выполняется неравенство |z(t)| < 0,1 ∙ |z(0)|. 
Из (16) определим нижнюю и верхнюю 
оценки времени переходного процесса при 
начальном значении капиталовооруженности  
k(0) > k* и k< k(0) < k*.

При k(0)  >  k* отклонение z(t) > 0 для 
всех t ≥ 0 и в силу (5) и (16) условие |z(t)| < 
< 0,1 ∙ |z(0)| выполняется при t, удовлетворя-
ющих неравенству

Логарифмируя это неравенство по ос-
нованию десять, с учетом (5) получаем, что 
условие |z(t)| < 0,1 ∙ |z(0)| выполняется при t, 
удовлетворяющих неравенству

Таким образом, верхней оценкой вре-
мени переходного процесса при k(0) > k* 
является целая часть величины 

Нижняя оценка времени переходного 
процесса при k(0) > k* определяется в силу 
оценок (5) и (16) из условия 

Прологарифмировав это неравенство с 
учетом (5), нижнюю оценку времени пере-
ходного процесса получаем как целую часть 
величины 

При k< k(0)  <  k* отклонение z(t) < 
< 0 для всех t ≥ 0 и в силу (5) и (16) условие 
|z(t)| < 0,1 ∙ |z(0)| выполняется при t, удовлет-
воряющих неравенству

Логарифмируя это неравенство и учи-
тывая (5), для случая k< k(0) < k* верхнюю 
оценку времени переходного процесса по-
лучаем как целую часть величины

1
1.

lg(1 ) lg(1– ( (0))) – lg(1– )f' kγ ρ µ
+

+ + ⋅

1–
( ) ( –1) ( ) ( ),

1 lz t z t f' k z t
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+

*1– 1–
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1 1
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µ µρ ρ
γ γ

+ +
+ +

*

1– 1–
( –1) < ( ) < ( –1).

(1 )(1– ( (0))) (1 )((1– ( ))
z t z t z t

f' k f' k

µ µ
γ ρ γ ρ+ +

*

1– 1–
(0) < ( ) < (0),

(1 )(1– ( (0))) (1 )(1– ( ))

t t

z z t z
f' k f' k

µ µ
γ ρ γ ρ
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Нижняя оценка времени переходного про-
цесса для случая  k< k(0) < k* определяется в 
силу (16) из неравенства

которое выполняется при t, удовлетворяю-
щих условию

Следовательно, нижней оценкой вре-
мени переходного процесса в этом случае 
является целая часть величины 

что и завершает доказательство теоремы 2.
Из выражений (9)–(12) следует, что с 

ростом доли μ годового выбытия капитала 
и темпа γ годового прироста занятых верх-
няя и нижняя оценки времени переходного 
процесса уменьшаются, а с ростом нормы 
накопления ρ увеличиваются.

Рассмотрим оценки времени переход-
ного процесса для модели экономического 
роста (1) с производственной функцией 
Кобба — Дугласа с постоянной отдачей от 
масштаба производства

В этом случае f(k(t)) = A ∙ kα(t), f'(k(t)) = 
= A ∙ α ∙ kα–1(t) и 

0
lim

k→ +
f'(k) = +∞ , следователь-

но, условие (4) выполняется. Стационарное 
значение k* капиталовооруженности и вели-
чины k и f'(k*) определяются как

Отсюда и (10) для случая k(0) > k* верхняя 
оценка времени переходного процесса на-
ходится как целая часть величины

которая не зависит от нормы накопления 
ρ и k(0). Для k(0) = β •k* c β > 1 имеем

f'(k(0)) = f'(β •k*) = βα–1 • 
( )

,
(1 )

α γ µ
ρ γ

+
+ , и в силу (9) 

нижняя оценка времени переходного про-
цесса определяется как целая часть величины

которая также не зависит от нормы накопле-
ния ρ. Из (11) для k< k(0) < k*  нижняя оценка 
времени переходного процесса находится 
как целая часть величины

которая не зависит от нормы накопления ρ и 
k(0). Из (12) для начального значения фондо-

вооруженности k(0) = β • k* с 
1

1–αα < β < 1, что 
равносильно условию k< k(0) < k*  , верхняя 
оценка времени переходного процесса 
определяется как целая часть величины

которая также не зависит от нормы нако-
пления ρ.

Например, для модели экономического 
роста (1) с производственной функцией Коб-
ба — Дугласа с α = 0,5, годовым темпом при-
роста числа занятых γ = 0,01, долей годового 
выбытия капитала μ = 0,05 и k(0) = 1,5 • k* 
нижняя и верхняя оценки времени переход-
ного процесса соответственно составляют 62 
года и 75 лет. При увеличении доли годового 
выбытия капитала до μ = 0,1 при неизменных 
остальных параметрах нижняя оценка вре-
мени переходного процесса уменьшается до 
32 лет, а верхняя — до 39 лет.

1
1.
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1–( ( ), ( )) ( ) ( ) ,c 0 <  < 1.F K t L t A K t L tα α α= ⋅ ⋅
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1
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